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1. ¢ Por qué se emplea la Transformada de Laplace en el __andlisis de circuitos _?

Asi como la Transformada Fasorial nos permite obtener la respuesta en estado estacionario
a través de cierta manipulacion algebraica (sin tener que trabajar con las ecuaciones integro-
diferenciales), la Transformada de Laplace nos permitird obtener la respuesta completa
(transitorio + permanente) del circuito.

Componentes en la resp uesta en un circuito:
A

1) Libre o natural (depende del circuito)

> 1) + 2) = respuesta transitoria

2) Forzada (depende de la excitacion) )
En general la componente 1 se extingue luego de un determinado tiempo, quedando soélo la
componente 2 pasando del régimen transitorio al régimen permanente.

En teoria de los circuitos | se estudio el régimen senoidal permanente 0 sea, circuitos excita-
dos con sefales senoidales de los cuales so6lo se analizaba el régimen permanente de la
respuesta.

Por medio de la transformacion de Laplace podemos estudiar el comportamiento de circuitos
excitados con cualquier tipo de sefial periddica o aperidica y analizando tanto la componente
libre como la forzada de la respuesta.

La Transformada de Laplace es una herramienta muy poderosa para la resolucion de circui-
tos RCL. La ecuacion integro-diferencial que tenemos en el dominio del tiempo, mediante la
Transformada de Laplace, podemos convertirla al dominio de la frecuencia compleja de La-
place. Efectuando luego, las respectivas operaciones algebraicas y aplicando finalmente la
Transformada Inversa de Laplace obtenemos la respuesta en el domino del tiempo.

2. Propiedades y pares de transformadas

Para un ¢ = 0la Transformada de Laplace se define como:

L[f(t)]=F(s), donde:

F(s) = wf(t).e‘“. dt

0-

Esta transformada integral tiene una serie de propiedades que la hacen util en el analisis de
sistemas lineales. Una de las ventajas mas significativas radica en que la integracion y deri-
vacion se convierten en multiplicacion y division.

Esto transforma las ecuaciones diferenciales e integrales en ecuaciones polinomicas, mucho
mas faciles de resolver.

Asimismo, se define la transformada inversa de Laplace como L™ [F(s)] = f(t)
Al conjunto f(t) y F(s) se lo conoce como pareja o par de la transformada de Laplace.
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Pares de transformadas:

Los libros de textos traen distintas tablas de pares de transformadas que evitan tener que
realizar tediosos calculos. Por ejemplo:

f(t) F(s)
Impulso unitario §(t) 1
Escaldn unitario p(t) %

2

t. ut) = p(t) 2
i t L
CESIT - (D) -
2

E'_a-t . “‘(t) T4+ 3

1 —at _ bt b
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a—at abt aCi

I
fs+a)lis+blis+c)

(b-alfa-c) {a-blic-b) {a-clib-c)

.00 @ —maeh
z z

cosfat + &) . ()
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558N +@. 005 &
senfwt +8) . U(1)

5“2 +m2
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3. Transformadas Laplace de algunas funciones elementa les

Hallar la transformada de Laplace de la siguiente funcion de t por medio del uso de tabla:

f(t) =[3e ™+ 1/2 cos 5t + 3/4 2 + 8] . pu(t)

Aplicando transformada de Laplace en ambos miembros:
L{f()} =L{[3e ™+ 1/2cos5t+3/4t +8].u(t)} 1)

Ya que la transformada de Laplace de una suma es igual a la suma de las transformadas de
Laplace de cada término, (1) se puede expresar como:

L{f()} =L{3e ™. p®)}+L{1/2cos5t. ut)}+L{3/4. pt)}+ L{8.u®)} (2)

Ahora solo queda reemplazar cada término de (2) por su correspondiente transformada ex-
presada en la tabla, y aplicar las propiedades:

L { f(t) } = F(s) = 3/(s+4) + 1/2 s/(s* + 25) + 3/4(3!/s*) + 8/s

Por lo tanto:
F(s) = 3/(s+4) + s/[2(s 2+ 25)] + (9/2).s "* + 8s

4. Transformada Inversa de Laplace

La aplicaciéon de la transformada de Laplace en la resolucion de ecuaciones diferenciales (o
de sistemas cuyas respuestas se expresen mediante ecuaciones diferenciales) se completa
cuando luego de obtenida la respuesta en el dominio de la variable s, se obtiene la respues-
ta en el domino del tiempo. Esto es posible gracias a la propiedad de unicidad que tiene esta
transformacion, la cual nos asegura que existe una unica funcién en el tiempo cuya trans-
formada coincide con nuestra respuesta en el dominio de s.

La operacion que lleva F(s) a f(t) se llama antitransformada o transformada inversa de La-
place y se define como:

1

f(t)=L7F(s)] = F(s)e*ds

2§ J_ju

Pero como esta integral es en general de dificil resolucion, la transformada inversa de una
funcién F(s) se encuentra siempre buscando una funcién f(t) candidata, cuya transformada
sea F(s). Para facilitar la busqueda de esa funcién f(t) se puede descomponer la funcion ori-
ginal F(s) en una suma de funciones mas sencillas y luego aplicar la propiedad de linealidad.
Es decir:

fit) = L™ [F(s)]
f1(t) + f2(t) + f3(t) = L™ [F1(s) + F2(s) + F3(s)]
Donde:

F(s) = F1(s) + F2(s) + F3(s) y f(t) = f1(t) + f2(t) + f3(t)
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Estas funciones sencillas Fi(s), F2(s), F3(s) deben ser ademas, transformadas conocidas de
modo tal que puedan asociarse facilmente a sus funciones primitivas en el tiempo.

Existen varios métodos para determinar la antitransformada de Laplace. A continuacion se
explicara el Método de las Fracciones Parciales

Desarrollo en fracciones parciales
Una funcion en el dominio de la variable s satisface:

limF(s)=0

S—

Si se escribe como F(s) = P(s)/Q(s), entonces se puede asegurar que el grado de P(s) es
siempre menor al de Q(s).

El método de expansiéon de fracciones simples permite expandir un cociente de polinomios
en una suma de fracciones con una constante a determinar como numerador y una raiz del
polinomio Q(s) como denominador. Las fracciones simples propuestas dependen del tipo de
raices de Q(s).

Raices simples

Sea Q(s) = (s +a1)(s + a2) - - - (s + an) entonces F(s) puede escribirse:
P(S)— Al + Az _|_..._|_A7“‘
Q(s) (s+a) (s+ag) (8+ an)

Para encontrar las constantes se multiplica ambos miembros por la raiz denominador
y se toma limite para s que tiende a dicha raiz. Por ejemplo

F(s) =

: Pl:ﬁjl - -4-2 J‘"ln
1 s+ = 1 A+ (s+a +ooF (st ay)—m
L {( ﬂl)@(s)} Jm l 1+ (s &1)(84_&_2) (s &1)(54_%)
P(s)]
im |(s+a)) | =4
L [( U]~
En general, cualquier constante i-ésima puede ser calculada:
o, Pls)
A; = SE]E}T i |:L_b + ay) 0 (b):|

Raices multiples

Sea Q(s) = (s + a)", entonces F(s) puede escribirse:
P(s) Ay + As Log An
Q(s) (s+a) (s+a)? (s 4+ a)n

Para encontrar la constante An, se multiplican ambos miembros por el denominador
de F(s) y se toma limite paras — —-a

Jim [(8 + fr)”ggzﬂ = lm [Ay(s+ )"+ Aals+a)" "+ Ana(s +a) + Ay
ot -
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Ahora para hallar An-1se toma la derivada respecto a s de (s + a)"P(s)/Q(s) Y luego nueva-
mente limite para s — —a

lim [ d (l:‘i‘ + 0 )”gﬁj)] = S]_f’ll_lﬂ |[Ai(s 4+ o)+ Ap(s + )" 4 - A, ]
(s)

) d Pls _
A, [dq (“ o Qm)] = A

En general, para encontrar la constante An-jse toma el limite de la derivada j -ésima de

(s +a)" P(s)/Q(s)
o [dW g P ]
An-y = lim l@ ((-*f" +a) Q(Ljﬂ

Hallar L {(3s +7)/(s*- 2s - 3)}

Ejemplo:

Como se ve, es de la forma L™ { P(s)/ Q(s)}, donde P(s) = 3s + 7 y Q(s) = s* - 2s - 3; se pue-
de observar también que el grado de Q(s) > P(s).

El polinomio Q(s) se puede expresar como s - 2s - 3 = (s+1)(s-3). Entonces:

3s+7 _ 3s+7 A L L)
$?-2s-3 (s-3)(s+1)  s-3 s+1

Multiplicando por (s - 3)(s + 1) se obtiene:

3s+7=A(s+1)+B(s-3)=(A+B)s+A-3B (2)

Igualando los coeficientes de las potencias iguales de s a ambos lados de la ecuacion resul-
tante (2), hallamos los valores de los coeficientes Ay B:

A+B=3
A-3B=7
Calculando, resulta A =4y B = -1. Reemplazando en (1):

3s +7 _ A B 4 1 3)

(s-3)(s+1) s-3 + s+1 ~ s-3 s+1

Para hallar la Antitransformada de Laplace, se busca en la Tabla de Transformadas de La-
place y se reemplazan los términos:

e B B B B
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Por tabla:

f()= (4e™ - e ").u()

5. ¢COmo se modelan los elementos en el dominio ‘s” ?

Resistor:
En el dominio del tiempo v(t) = R i(t), o simplificando la nomenclatura:
V=Ri

La transformada de Laplace implica V(s)=R I(s), o simplificando la nomenclatura:

V=RI
+é +
il vER Il v% R
dnmin-iu:-ldel tiempo du:-rr:ir!i:u 5
Capacitor:
En el dominio temporal:
i =C. dv/dt

Al aplicar la transformada, la ecuacion se convierte en:
I(s) = C .[sV(S) - V(0)] =sC.V(s) - C.Vo (Vo= Vco)
Si despejamos V(s):

V(s) = (1/sC) I(s) + Vo/s  (Se define 1/sC = X(s) como: reactancia capacitiva )

+
1isC
+ +
Il '-'J_C Wa Il"ﬂ" 1i=aC Z o
- —|_ - “Wols
daorninio del
tiernpo B dominia s
Inductor:
En el dominio temporal:
v = L .di/dt
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Al aplicar la transformada, la ecuacion se convierte en:
V(s) =L [sl(s) -i(o)] =sL.I(s)—L.lo  (lo=IL0)
Si despejamos I(S):

I(s) = V(s)/sL + lp/s  (Se define sL = X, (s) como: reactancia inductiva )

+
il W Llll:l Il W sl " @ los:
2 Lia -
dorminio del ) |

tiempo dormiinia s

6. ¢ COmo se resuelven los circuitos en el dominio ‘s’ ?

Luego de transformar el circuito al dominio s, se procede como de costumbre porque la Ley
de Ohm y las Leyes de Kirchhoff siguen siendo validas en dicho dominio.

Aplicacion de Laplace a la resolucion de circuitos

Un circuito eléctrico con elementos que almacenan energia, tiene como respuesta una ecua-
cion diferencial. El orden de esta ec. dif. depende de cuantos elementos inductivos o capaci-
tivos irreductibles tenga el circuito. Por medio de la transformada de Laplace vamos a obte-
ner una ecuacion algebraica en s que representa la ec. dif. en el dominio de la frecuencia.

La resolucion del circuito consiste por ahora en encontrar la funcion respuesta en el domino
de la frecuencia (mas adelante veremos como encontrar la funcion respuesta en el dominio
del tiempo a partir de su funcién transformada).

Supongamos un circuito RL como el de la siguiente figura, excitado con una fuente vin(t) que
tiene una corriente inicial i(0) = lo. Se desea encontrar la funcion respuesta I(s) = LJ[i(t)].

t
wn® ) (® S

Aplicando la Ley de Kirchhoff de las tensiones (LKV) y segun los signos de las tensiones
tenemos:

Vin(t) — Vr(t) — vr(t) =0

De donde la ec. dif. expresada en funcién de la respuesta sera:
o di(t)

Para resolverla, transformemos esta ecuacion aplicando L[ ] a ambos miembros:
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dt
Resolviendo por separado cada una de estas transformadas se obtiene:

£ [o(t)] = £ [Ri{t}l + Ld”ﬂ]

Llvg(t)] = Vinls)
L[Ri(t)] = RI(s)

)] _ ;o
E[L dt]_L(J{s) i(0))

Entonces, la ec. dif. se transforma en la siguiente ecuacion algebraica dependiente de la va-
riable s:

Vin(s) = Rl(s) + sLI(s) — Li(0)
Reordenando términos y reemplazando el valor inicial de la corriente en el inductor [i(0) = lo],

despejamos I(s):
RI(s) + sLI(s) = Vin(s) + Llo

Vi(s) + LI,
Is) = =R oL -

Que es la solucion buscada.

Si bien lo que tenemos hasta ahora es la transformada de la respuesta i(t), sabemos por la
propiedad de unicidad que esta transformada es Unica y por lo tanto a partir de ella podre-
mos encontrar una y sélo una funcién i(t) que cumpla con:

it) = L [I(s)]

Esta operacion se llama transformada inversa ¢ antitransformada de I(s) y es la que nos lle-
va desde el dominio de s al dominio de t.

Para el circuito anterior, supongamos que:
Vin(t) = 1V.u(t)
R = 1KQ

L=100mH
lo = 10mA

Transformando y abreviando:
Vin(s) = 1/s
R =10°
L =10%10°%=10"
lo =10.10° =10"

Reemplazando en la expresion hallada de I(s):
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1/s+107.10
10%+s.10™

1+10%s  107°.(s+10%) _10%(s+10°)
5.(s.107+10%)  s.107.(s+10%)  s.(s+10%

I(s)=

wnlon

Distribuyendo el denominador y simplificando:

102 10 102 10*
I(8)=——+ ~10°.10°%=——+10°. ———
s+10" s.(s+107) s+10 s.(s+107)

Finalmente, para retornar al dominio del tiempo, de la tabla de transformadas obtenemos:
i()=[102.e10"t+107. (1-e-104t) Lu@®  [A]
La cual representa a una funcidon exponencial decreciente desde el valor inicial de 10mA a la

cual se le suma otra exponencial creciente de 0 a 1mA, ambas con igual constante de tiem-
po.

7. "Polos” y “Ceros” de una funcion

Se denomina “cero” (zj) a cada valor de “s” que hace valer cero a la funcidén. Se llama “polo”
(pi) a cada valor de “s” que hace valer infinito a dicha funcién. En el caso del ejemplo ante-
rior, para I(s) habria un sélo “cero” en z = -10% y 2 polos en p; = 0y p, = -10*. Conocer estos
valores, nos permite predecir la forma de onda de la respuesta de un circuito 0, si se trata de
una funcion de transferencia, del tipo de filtro que representa el circuito y sus caracteristicas.

8. Circuito equivalente de Laplace

Si se toman en consideracion las condiciones iniciales y se suponen en general distintas de
cero, se puede utilizar la representacion de las respuestas de cada elemento para construir
lo que se conoce como circuito equivalente de Laplace.

Este circuito equivalente debe permitirnos obtener en forma directa la ecuacion de la res-
puesta en la variable s, sin tener que plantear primero la ec. dif. y luego transformar para
poder resolver.

Para encontrar un circuito equivalente serie RLC partimos de la sumatoria de las tensiones
en el tiempo y luego transformamos:

Vin(t) = Vr(t) + vi(t) + vc(t)
Vin(s) = VR(S) + VL(s) + Vc(s)

Como ya vimos, las transformadas de las tensiones sobre cada elemento son:

Vris) = Ri(s); Vi(s)=sLii(s)— Li(0); Ve(s) = % [{(s)+ Cuc(0)]

Reemplazando:

Vials) = RI(s) + SLI(s) ~ LiO)] + | 57(6) + "2
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Analizando los diferentes términos del segundo miembro de esta ecuacién, vemos que algu-
nos de ellos tienen como factor a I(s). El producto de una corriente por una carga nos da la
tensién en bornes del elemento, lo que significa que R, sL y 1/sC son cargas.

Esto se corresponde con lo visto anteriormente cuando se encontr6 la funcion de transferen-
cia de cada elemento.

R sL
R L r — O |
A ok Li(0) 1
) [ ) 1 Valoty ") v(0) 1 ©

vin(t) T C ‘ 3 [

(2) (b)

Circuito RLC serie (a) en el dominio t y (b) su equivalente en el dominio de Laplace

Vemos en el circuito transformado que aparecen las condiciones iniciales, tanto del inductor
como del capacitor, las cuales no contienen al factor I(s), y como estamos sumando tensio-
nes, estos términos deben ser tensiones. En el circuito equivalente se los representa con
generadores cuyo valor depende de la energia inicial almacenada en cada elemento.
Finalmente, agrupando generadores en un miembro y a los términos con el factor I(s) en el
otro, la ecuacion de circuito queda:

Via(s) + Li(0) — “‘"‘jm — RI(s) +sLI(s) + Si—cfts:u
Vials) + Ls(0) — 220 = (R . %) I(s)
Via(s) + Li(0) - 228 = 7(5)1(5)

Nuevamente, Z(s) es la impedancia de s o impedancia de Laplace, formada por la suma de
cada una de las impedancias de s del circuito.

Zis)= (R+5L+%)

El circuito transformado de la fig. anterior, permite obtener en forma directa la ec. transfor-
mada, que es lo que se buscaba. Obsérvese como la polaridad de los generadores de ten-
sion que representan las condiciones iniciales, determinan el signo en la ecuacion.

9. Funcién de transferencia

En general se define como funcidn de transferencia al cociente entre la transformada de la
salida y la transformada de la entrada de un sistema con todas las condiciones iniciales igua-
les a cero.
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C.L.N. (Condiciones Iniciales Nulas)

Donde:
Y(s) = Ly(t)]

Que es la transformada de la salida del sistema, y:
X(s) = L[x(1)]

Es la transformada de la entrada.

En términos de circuitos eléctricos se denomina funcion de transferencia a la transformada
de la respuesta sobre la transformada de la excitacion, cuando todos los elementos inducti-
VoS Yy capacitivos del circuito estan desenergizados.

Si analizamos por ejemplo el circuito RL serie visto anteriormente, donde definimos la ten-
sion vin(t) como excitacion y la corriente i(t) como respuesta, la funcién de transferencia es:

_dls) _ 1

He) =g 5 " 'RioL

Podemos cambiar el punto de vista de la entrada y salida de este circuito, pensando al RL
como una carga por la que circula una corriente i(t) provocando una caida de tension en sus
bornes Vcarga = Vin COMO respuesta. En este caso la funcion de transferencia sera el cociente
entre la Vi, (s) (respuesta) y la I(s) (excitacion).

Vinls)
1(s)

His) = =R+sL

10. Teoremas de los valores inicial v final

El teorema del valor inicial permite conocer el valor de inicio de la respuesta en el dominio
del tiempo, estando aun en el dominio de la variable s. Esto es util a la hora de comprobar si
la respuesta encontrada cumple con las condiciones iniciales exigidas por el sistema, sin
necesidad de antitransformar para la verificacion:

£(0) = lm (sF(s))

8— 00

Igualmente importante al valor inicial es el valor final que tomara la respuesta en el tiempo.
Este valor puede conocerse mediante el teorema del valor final antes de pasar la respuesta
al dominio del tiempo:

f(o0) = lim (sF(s))

am J.
Por ejemplo, para el circuito R-L serie visto anteriormente, la respuesta transformada era:

102.(s+10°)

S =—4
s.(s+107)
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Valor inicial: (o) = 102 A = 10mA
Valor final: i(«)=10°A=1mA

11. Diagramas de polos y ceros

Dada a una funcién de transformacion continua en el dominio de Laplace H(s), como ya vi-
mMos, un cero es cualquier valor de s para el cual la funcién de transferencia es cero y un po-
lo es cualquier valor de s para el cual la funcidén de transferencia es infinita.

Al graficar éstos en el plano s= ¢ + jw, representaremos los ceros con “0” y los polos con “X”.

Ejemplo 1:

s? + 65+

- : 8 _
Encontrar los polos y ceros de la funcién de transferencia: H(s) = 2.5 Y graficar los

resultados en el plano s.

Lo primero que tenemos que reconocer es que la funcion de transferencia sera igual a cero
cuando el numerador s*+6s+8, sea igual a cero. Para encontrar los valores de s que cum-
plen esto, igualamos a cero dicho numerador para luego factorearlo. Aplicando la férmula
para la ecuacion cuadratica hallamos sus ceros en s= -2y s= -4,

Por lo que el numerador factoreado queda: (s+2)(s+4).

Para los polos, la funcion de transferencia sera infinita cuando el denominador es cero. Esto

sucede cuando s®+2 es cero. Factoreando la funcién, nos da (s + iv2)(s — iv2). Lo que
significa que tenemos raices imaginarias en iv/2 y en — iv2.
Al graficar estos polos y ceros hallados, obtenemos:

Grafica de polos y ceros de H(s)

Ya que hemos encontrado y graficado los polos y ceros, tenemos que preguntarnos qué es
lo que nos dice esta grafica. Lo que podemos deducir es que la magnitud de la funcién de
transferencia sera mayor cuando la frecuencia compleja s se encuentre cerca de los polos y
menor cuando se encuentre cerca de los ceros. Esto nos da un entendimiento cualitativo de
lo que el sistema hace en varias frecuencias y es crucial para analizar su estabilidad.

Repeticiones de Polos y Ceros
Es posible obtener méas de un polo o cero en el mismo punto. Por ejemplo, la funcion de

transferencia H(s)=s? tendra dos ceros en el origen y la funcién H(s)=1/s® tendra 3 polos
en el origen.
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Respuesta segun la ubicacion de los polos

Cuando el sistema en estudio esta representado por ecuaciones diferenciales ordinarias si-
multaneas, la funcion de transferencia resulta ser una razén de polinomios; esto es:
b(s)

G(s) = 2Gs)
donde a(s) y b(s) son polinomios en s. Para sistemas fisicamente reales, el orden del poli-
nomio denominador a(s) siempre es mayor o igual al orden del numerador b(s).
Denominamos polos de G(s), a aquellos lugares del plano complejo s, en donde la funcién
de transferencia G(s) se hace infinita, o sea donde a(s) = O [raices del polinomio denomina-
dor a(s)].
Denominamos ceros de G(s), a aquellos lugares del plano complejo s, en donde la funcién
de transferencia G(s) se hace cero, o sea donde b(s)=0 [raices del polinomio numerador
b(s)].
Los polos y ceros describen completamente a G(s), excepto por un multiplicador constante,
esto significa que las funciones G(s) las podemos representar directamente en el plano s.
Ya que la respuesta de un sistema a un impulso esta dada por su funcion de transferencia, a
dicha respuesta se la denomina respuesta natural del sistema. Podemos usar los polos y
ceros para determinar la respuesta temporal y asi identificar la forma de la respuestas tem-
porales con las ubicaciones correspondientes de los polos y ceros de la funcion de transfe-
rencia.
Tomemos por ejemplo la siguiente funcion de transferencia:

2s+1 _  2s+1
S +3s+2 (s+1)(s+2)

G(s) =

Separando en fracciones simples:
-1 3
= +
(s+t) (s+2)

Utilizando la tabla de transformadas de Laplace, obtenemos la respuesta natural del sistema
del ejemplo:

G(s)

(0 = - +3e7t=0
S0, t<0

Del ejemplo, podemos extendernos al caso general de polos en el eje real, observando que
la ubicacion de los polos dan los coeficientes de las exponenciales, y que los ceros afectan
solo en la magnitud de la amplitud de la respuesta.

Para el caso de raices complejas conjugadas obtenemos una conclusion similar: los polos
determinan la forma de la respuesta temporal.

Dada la funcién de transferencia:
2s+1
G(s) )= ———
() s> +2s+5

Separando en fracciones simples:

; 1 — AN — A -ig io
(1+44)/_4|J1 4/ _4':£‘D e _+£‘D e |
S+1+2i s+1-2i 2 s+1+2i 2 s+1-2i
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Utilizando la tabla de transformadas de Laplace:

g(t) - g [e—iﬁ @—t |]3—2it +§|]3i5 |]3_t @iZt — A@—t EOS'Zt + H)

Como vemos, la respuesta natural a un par de polos complejos conjugados es una sinusoide
amortiguada por una exponencial. Tanto la exponencial, como la frecuencia de la sinusoide
dependen solo de los polos.

En la siguiente figura esquematizamos las respuestas naturales de los sistemas dependien-
do de la ubicacion de los polos.

VAN
VvV \
‘v" XU\

N\ [
\J

\ | |

Respuestas temporales asociadas con los respectivos polos en el plano s.
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