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SISTEMAS DE CONTROL

ANALISIS DE LA RESPUESTA TRANSITORIA

En general los sistemas fisicos reales, poseen inercias que les impiden seguir la sefial de entrada de
manera instantanea. Esto implica la existencia de un periodo transitorio que es necesario conocer,

asi como el tiempo requerido para llegar al estado estacionario.
Veremos cdmo responden un sistema de primer orden y otro de segundo orden sometidos a distin-
tas entradas de prueba (Se supondran condiciones iniciales nulas).

SISTEMAS DE PRIMER ORDEN

Entrada escalon unitario
Sea la transferencia de un sistema de primer orden:

escalon unitario "transformado”

R T-s+1 s
. 1 1 . . .
C=R- =— descomponiendo en fracciones simples =
T-s+1 s-(T-s+1)
1 T .
C=—- antitransformando =
s T-s+1
C(T)Il—e_tlT I (1)
C(
L | Peucl}if}_te =T , C(H)=1 - exp(-UT) 0.993
] r _——t— 095
N /.~ 0.865
7 /
| /
/ /.
0.632 /

4T 5T

T

0 T T
“T” es la constante de tiempo del sistema y para un valor de 5 veces T, la respuesta es practica-
mente igual a la entrada; por lo que si t— el error (diferencia entre las sefiales de entrada y sali-

da) tiende a cero.
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Entrada rampa unitaria

Sea:
C 1 1 © ,
—= : R =— . rampa unitaria "transformada"
R T-s+l1 s°
C=R- L _ - ! : descomponiendo en fracciones simples =
T-s+1 s (T-s+1)
C= 11 —I_ + i antitransformando =

e(t)=t-T+T.e™" I (2)

Error en Estado
Estacionario

r(t)

T T —
2T 4T oT
SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN

Los sistemas de segundo orden continuos son aquellos que responden a una ecuacion diferencial
lineal de segundo orden:
dZe(t
2, 80,
dt

de(t)
"

d?r(t) dr(t)

+a,c(t) =b, e +b, ot +b,r(t)

Sin peérdida de generalidad se analizara un caso muy comun donde:
3, =1 a=p, a,=b,=K, by=b =0.

Que corresponde al siguiente sistema de segundo orden:
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R(s)

E(s)

C(s)

»

s(s+ p)

Donde K es una constante que representa una ganancia y p es otra constante real que representa al
polo del sistema.
Su funcién de transferencia de lazo cerrado es:

C(s) _ K

R(s) s*+ps+K

C(s) _ K

R(s B 2 2
O [Py [P [sn P [Pk
2 4 2 4

Como se aprecia, los polos de lazo cerrado pueden ser de tres tipos:

1. Reales diferentes si: pT > K
p2

2. Reales iguales si: i K
2

3. Complejos si: pT <K

Para facilitar el analisis se realiza el siguiente cambio de variables:

K=’ p=2w, =20

Por lo que la transferencia de lazo cerrado de un sistema de segundo orden se puede expresar co-
mo:

C(s) o
R(s) s*+2w,s+w?
Siendo:

tn= frecuencia natural no amortiguada
£ =relacion de amortignamiento (efectivo/critico)
51:0 < <1 = sistema subamortiguado
£ =1 = sistema criticamente amortiguado
£ >1 = sistema sobreamortiguado
o= atenuacion = £.mn

Ahora el comportamiento dinamico del sistema de segundo orden se describe en términos de los
pardmetros  y on.

Hoja3de 9



E.T. N° 17 - Brig. Gral.
Don Cornelio Saavedra
Distrito Escolar XIII
Region V

69 Afio Apunte tedrico 6
Area Electrénica

Prof.: Ing. Alejandro Demolli

Entrada escalén unitario

(1) Caso subamortiguado (0< ¢ <1)

en este caso: C(s) w?
R(S) (S+é/a)n + ja)d )(S"'é’a)n - Ja)d)

donde: 4 =@ J1-¢?

se denomina frecuencia natural amortiguada.

Si R(s) es una entrada escalon, entonces:
;

Cle)= (s* + 2L w5+ 0)s

Utilizando fracciones parciales:
1 S+ w, S,

)= S (S+§a)n)2 +a)§ _(S+§a)n)2 +a)§

y conociendo que:

L—J{ S+ ga)n } — e_é,wnt CcO0S a)dt L"Z|: é/'a)n :| = é’ e_@)”tsen a)dt
1

(s+¢w,)? +of (s+cw, )’ + o} P

Se obtiene la salida en el tiempo:

5
J1-¢2

(2) Caso de amortiguamiento critico (£ =1)

c(t) =1—e " (cos a,t, + senam,t,)

En este caso se tienen dos polos reales iguales y C(s), ante un escalon es:

2
_ a)n
C(S)_(s+con)25

su transformada inversa es:
c(t)=1-e ' (1+w,t) (t>0)
3) Caso sobreamortiguado (4 >1)

En este caso se tienen dos polos reales negativos y diferentes. Para una entrada escalon:

2

(S+ L@y + 0y |C2 =1)(5+ Ly — w2 —1)s

C(s)=
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La transformada inversa de Laplace de la ecuacién anterior es:

1 o~ (¢ Doyt
2./¢°-U¢+ g7 -)
1 o/ Doyt

c(t)=1+

2 /e -1c -7 -

. /\
1.e§=0'2 //\

£=04

"

14

1.2

1

I
|

2O

g

| -
\k

0.8

0.6

0.4

//

0.2

/

En la figura anterior se ve la incidencia del pardmetro € en la forma de la respuesta, segun sea g el
sistema serd subamortiguado, amortiguado critico 6 sobre-amortiguado.

Se estudia la respuesta de un sistema de segundo orden ante una entrada escalén unitario ya que
este tipo de entrada es lo bastante drastica como para probar la bondad del sistema en régimen
transitorio. Ademas, si se conoce la respuesta ante este tipo de entrada, se puede calcular en forma
analitica la respuesta ante cualquier tipo de entrada.

o
N
~
o

8 10 12

Entrada impulso unitario

C(s) = “

s? +2§a)ns+a)§

Utilizando transformada inversa obtenemos las siguientes soluciones de c(t):

Aze‘g“’“tsena)n 1-¢% (t20)

i

Para (=1 ¢y=_ P oIt O =Dt s )
2

Para (0<¢ <) c(t)=

21 2./¢%-1

Para (£ >1) c(t) = wite™  (t>0)
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DESEMPENO DE SISTEMAS DE CONTROL

Las caracteristicas de desempefio de un sistema de control se comparan basandose en el tiempo de
la repuesta transitoria. La caracteristica transitoria de los sistemas dindmicos se presenta por la
incapacidad de responder de manera instantanea a las entradas o perturbaciones. La respuesta tran-
sitoria es comun clasificarla con base a los siguientes parametros definidos a partir de la respuesta
de un sistema de 2° orden ante una entrada escalén unitario:

C(t)
Tolerancia Admisible
Mp | : * ) *
1 A L S i
talfl | i 1T
|II ! | | I,"I
05f--1 . | : N/ 0.02 6 0.05
j o | |
! | : :
0 - '
¥ T T
t ! t
— — | A
tp | |
. ‘t I
1 I
--—-—[

Siendo:

td = tiempo de retardo

tr = tiempo de crecimiento, levantamiento 6 alcance

tp = tiempo de pico, tomado hasta el primer pico de sobre-impulso

Mp = sobre-impulso, sobre-error 6 sobrepaso maximo, medido desde la referencia (escalén unita-
rio)

ts = tiempo de establecimiento ¢ asentamiento, para el cual la respuesta difiere del valor final en un
rango de 2~5% (en valor absoluto)

td: Es el tiempo que tarda la respuesta en alcanzar la mitad del valor final por primera vez.

tr: Es el tiempo requerido para que la respuesta aumente de 0 a 100% para sistemas subamortigua-
dos, del 5 al 95% o del 10 al 90% para sistemas criticamente amortiguados o sobreamortiguados.
El tiempo de crecimiento se obtiene dando un valor de 1 en la ecuacion de respuesta de un sistema
de segundo orden ante una entrada escaldn.
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Segun lo visto anteriormente (hoja 4):

c(t) =1—e " (cos oyt + %
A-¢

4
cosayt, + ﬁsena}dtr =0
1-¢?

0 hien:

senayt,) =1

¢ _ 4 _
cosawyt, Jrﬁcos%tr tanwyt, = coswyt, 1+ﬁtana)dtr =0
N ,
tan o, t, I )
- o
el tiempo de crecimiento es entonces:
1 _ - _
t, =—tan 1(%j=”ﬂ, B =tan 1%
(OF] — O (OF (o2
A
N
Wy
o

tp: Es el tiempo requerido para que la respuesta alcance el primer pico de sobre-impulso. El tiem-
po pico se obtiene derivando la ecuacion de respuesta c(t) e igualandola a cero, con lo que se ob-

tiene:
, —Cogt
(senayt,) ——"—e = "P =0
Pl h—g?
senayt, =0, los valores que satisfacen esta ecuacion son
0,7,2x,3r,---,se elige el primer sobre—impulso.

ogt, =7 = o

Mp: Es el valor pico maximo de la curva de respuesta medido desde la unidad o valor deseado. El
sobre-impulso maximo se obtiene de la respuesta evaluada en el tiempo pico.

senawy ”J = e—é’(a)n/a)d )z — e—(U/a)d s

M. =c(t.)-1 :_e_gwn(”/wd) CoS® L.FL
p ( p) d Wy l_é,z Wy
M b :e_(g/vl_gzjﬂ

ts: Es el tiempo minimo donde la curva de respuesta alcanza y se mantiene dentro de un rango de
error preestablecido, generalmente es del 2% o del 5%, el rango mas comun es el del 2%. Para
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sistemas de primer y segundo orden, la respuesta se mantiene dentro del 2% después de 4 constan-
tes de tiempo:

A L
w, ©

Para concluir comentaremos que es deseable que la respuesta sea rapida y amortiguada; para ello
debe estar en un rango de 0,4~0,8.

Valores pequefios de ¢ producen sobre impulso excesivo mientras que valores altos hacen que la
respuesta sea lenta.

Ejemplos:

1) Definir los pardmetros de respuesta transitoria del siguiente sistema:

R(s) 375 C(s)
s(s+34)

v

Desarrollo:

La funcion de transferencia de lazo cerrado es:

as)_ 375
R s) s®°+34s+375

Comparandola con la expresion general:

375 ®>

n

s2+345+375 242005+

Se obtiene:
o’ =375 —-e > ®, =v375=19365 o, =0c=17
2w, =34  —ecex (=2 _ 0877876 o4 =0,1-C2 = /86 =927

2/375

A partir de aqui se obtienen los pardmetros de respuesta transitoria:

B=tan" 24 = 0.499 rad.
(¢}

t TP

.
08

=0.285segundos
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Region V
t = -0.33876 segundos
p (Dd
4
t, =—=0.23529 segundos
(e)

M =e )" —0.00315=0.315%

p

2) De los siguientes pardmetros de respuesta transitoria obtener la funcion de transferencia:

c(t)

1w | ¥
127 F 47 .
o 075 t
Desarrollo:
De la gréfica:
142127 e
127
t, =0.75segundos
Como:
tg _4 - c=i=5.3333
(6] t,
De Mp y conociendo o:
M, =e " 5 o, = —2" ~7.84335
InM,
Entonces:
o =5.3333 ®, =+/0° + o5 =9.48486
_________ >
(¢)
o, =7.84335 o, =0 =>C= e 0.56229
Por consiguiente:
> 89.96256

S)= n =
a's) s+ 2w, s+ ®> s°+10.666s +89.96256
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